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1 VYBoxg

IIpo6aem nyryjyher rprosua (eur. Traveling Salesman Problem, TSP) upexncrasipa jenan oz najnosua-
TUjuX IpOOIEMa y TEOPHju AJrOPUTAMA, KOMOMHATOPHO] ONTUMU3AIU]H W OMEPATUBHUM HCTPAKUBAILUMA.
Vupkoc jemHocTaBHOj (hOpMyIaluju, 0Baj MPoOIeM TOKa3yje W3y3eTHY PAdyHAPCKY CJIOXKEHOCT U CJIYKU Ko
KJIACWYAH TPUMED pa3jnKe m3Mel)y MHTynuTuBHE jeTHOCTABHOCTH U (DOPMAJIHE TEXKWHE PEIIaBarba.

Ocuosna uzmeja npobsema je caeneha: matu cy rpasoBu u pactojama m3Mmely mux, a 3amarax je mponahu
Hajkpahy moryhy pyry koja o6unazu cBaku rpaj TadHo jegHoMm u Bpaha ce y modernu rpaji. OBaj mpobiem
MMa JUPEKTHE IIPUMEHE Y JIOTUCTHIIN, IJIAHUPAY TPAHCIIOPTA, OITUMHUA3AIM]U JUCTPUOY TUBHUX CHCTEMA, KA0
u y 6ronadOpMATUIN U AU3ajHy HHTETPUCAHAX KOJIA.

ITocebna Bazkuoct TSP-a mpon3uiasu u3 ynmeHuIle ga npunaaa kiaacu NP-remkux mpobiema, mro 3ua4u
Jla He TOCTOjW TO3HAT aJropuTaM Koju Ou ra pemaBao edHUKACHO 3a NPOU3BOJFHO BEJIMKH OpOj yIa3HHUX
mogaraka. 36or Tora ce TSP decto KopucTu Kao TeCTHH TPOOIEM 33 HOBE AJTOPUTAMCKE TEXHUKE.

2 ®opmagHa aeduHHNKja TpodieMa

IIpe dopmanne gedpunuimje npobsema myryjyher Tproeia, HEOIMXOTHO jé YBECTH OCHOBHE IIOjMOBE U3
Teopuje rpadoBa KOju ce KOPUCTE y HEroBoj (popmytanuju.



Hedbuuunruja 1. I'pad je ypehenu nap G = (V, E), 2de je V nenpasan xonawan ckyn weoposa (memena), a
E CV XV ckyn usuya koje nose3yjy weopose 2paga.

YKOJIMKO je CBAKO] UBUIIM [IPU/IPYKEHA HYMEPUYKA BPEIHOCT KOja IIPE/ICTABIbA IEHY, [IY2KUHY HJIA T€XKUAHY,
TakaB Tpad HAMBA CE MENHCUHCKU 2padh. YKOIUKO Cy CBAKa JBA PA3IUYNTA YBOPA MOBE3aHA WBUIOM, rpad
ce Ha3WBa NOMNYH 2pagp.

Hedbununuja 2. IHuxayc y epady je nymarea K0ja nowure u 3a6PUWABL CE Y UCTMOM Y6OPY, NPU “emy ce
HUJedaH 460D, OCUM NOUETNHOZ, HE NOHAB/A.

Hedununuja 3. Xamuamonos yukayc je yurxayc y epady Koju 06usa3u C6aAKU 460D MAYHO JEIHOM, OCUM
NOYEMH02 480PQ KOJU Ce NOJaAsHYje U HA KPAJY NYymarbe.

Hedbununuja 4. IIpobrem nymyjyhez mpaosua je npobiem npoHaraxcerva XamuimoHnooz yuKAYyco Hajmatbe
dyostcuHe Yy NOMNYHOM MEHCUHCKOM 2pagy).

3 TI'paduuka mHTEepHpeTamnuja mpobdiemMa

I'paduuka penpesenramnmja TSP-a 3HaUajHO TOMPUHOCH WHTYU-

” TUBHOM pa3yMeBamby mpobsiema. UYBopoBu rpada mpeacraBbajy rpa-

o Pan JI0Be, JIOK MBHIle O3Ha4aBajy Moryhe myrese mamelhy mux.
'-\_A B '/ Mako ce Ha maoMm 6pOjy IpaoBa pelenhe MOXKe JIAKO BH3YETHO
younTu, Beh kKox ymepenor 6poja usopoBa 0poj moryhmx kombuna-
) nuja nocraje uzyserHo sesuk. Osaj acuekr unnu TSP norognum 3a
42 - 34 aHaJIn3y TPAHUIA JbY/ICKEe WHTYWINje U (DOPMAIHUX AJTOPUTAMCKIX

30 35 MPUCTYTIA.

f/’F ™~ Jla 6m ce maycTpoBasa eKCIOHEHIHjaIHA CITOXKEHOCT MpobIeMa,
NS NV pasmorpumo npumep ca n = 4 rpaga (Ciuka 1). [Ipumerumo ga 3a
12 oBaj npumep nocroju ykyuao n! = 4! = 24 moryhux nepmyranuja
rpagosa. MeljyTum, 300r 1uKINYHE TPUPOJIE TYPa, W YNIHEHHIIE /1A
Ciuxa 1: Ipuvep TSP rpada je cBaKM rpaJ IOBE3aH €a CBAKUM JPYTUM I'DAJIOM, OPOj Pa3InIuTHX

. —1)
XaMHITOHOBUX MEKIyca ce cMamyje na ot

Cy JlaTa y HaCTaBKY, 3aj€THO Ca CBOJUM YKYIHHM Jy’KHHAMA!

= 3. OBa 3 nwmkiyca

e A B—(C— D — A, ykynua gyxwuna: 97
e A—»B— D —(C — A, ykyuna jpyxuna: 108

e A—C — B— D — A, ykyuda ayxuna: 141

Ha ocnoBy nobujenux Bpeanoctu, Hajkpaha rypa je A - B — C — D — A, ca ykynHoMm pyxuaom 97, Te
OHa, [IPEJICTaBIba Pelierhe mpodirema nyryjyher Tpropua 3a oBa 4 rpaja.

4 Teopujcke ocobumHe pobdIEMa

Pasmarpame padyHapcke CI0KeHOCTH TpobsieMa myTyjyher Tprosia 3axTeBa yBOheme OCHOBHUX TI0jMOBA,
U3 TEOpHUje padyHApCKe CJIOKEHOCTH, mpe cBera kjace NPmopobimema u mojma NP-rexume.

4.1 Kmaca NP-mpobiema

Hedbununuja 5. Kaaca NP obyreama cee npobaeme 004ywusarva 36 Koje je, 3a 0amo NomeHyujasHo pe-
werve, moz2yhe nposepumu He208y UCHPABHOCTM Y NOAUHOMUJAAHOM EPEMEHY NOMONY OEMEPMUHUCTIUNKOR
aA20PUMMG.

Baxmno je marnmacuru ga mpunagnoct Kiaacu NP He 3Haqm ga ce mpobiiem Moxke epukacHo pemmTr, Beh
CaMo J1a Ce NCIPABHOCT PEIeHa MO¥Ke Op30 TpoBepuTr. MHOTY MPAKTUIHO BEOMA, TEIIKY TTPOOJIEMY TTPUTTAIA]Y
yIIPaBO OBOj KJIACH.



4.2 NP-temku npobsiemu

Hedununuja 6. I[Ipobaem ce nasusea NP-mestcar axo ce cearu npobiem u3 kaace NP moorce nosuHoMUujasHo
CBECTNU HA Hhe2q.

WNuryurusuo, NP-texkax mpobsieMm je HajMame OHOJMKO TEXKAK KOJWKO W HAJTEXKU MPOOJIEMHU y KJIaCh
NP. Ykonuko 6u ce nponHaiao edpukacan ajropuraM 3a periaBame 6mino kor NP-remkor mpobiaema, to 6u
AMILTATEPAIO da cy cBu NP-mpobiaemu epuKacHO pemmBi.

4.3 XaMHUJITOHOB IUKJLYC

Jlema 1. IIpobaem odpelusarva da au damu epagd cadporcu Xamuasmonos yukayc je NP-xomnaemarn npobiem.

Ob6jawrerve. IIpobaem XaMuirOHOBOT TMKJITyca punafa kjiacu NP, jep ce 3a naTu MUKIyC y HOJUHOMUjaI-
HOM BPEMEHY MOYKEe MPOBEPUTH 3 JIM OOWIA3M CBAKYM YBOP TAYHO jETHOM W Ja JIU je 3aTBOpeH. McToBpemeHo,
TOKA3aHO je Ja je oBaj mpobsiem NP-Texkak peaykmujama ca apyrux NP-koMmieraux mpobiema, mro 3aj€IH0
nMTIInIEpa mweroBy NP-kommreTHOCT.

4.4 NP-texkuna nmpobaema nytyjyher Tprosia

Teopema 1. IIpobaem nymyjyhez mpaosua je NP-meotcax.

O6jawrberve. NP-rexkuna npobaema myTyjyher Tprosia cireu u3 duibeHutle 1a ce npobaem XaMuITOHOBOT
[UKJIyCa MO2KE MMOJIMHOMU]AJIHO CBECTH Ha mera. KoHKperHo, cBakoM rpady ce MOxKe NPUAPYXKUTH HOTIYH
TeKMHCKH rpad Tako j1a nocrojame XaMUITOHOBOI UKJLYCA OII0BAPA [IOCTOjalby TYPe UMja YKYIHA JIy2KUHA
He Tpesia3u 3ajaTy rparuiy. Ha taj HaunH, permaBamem npobsema myTyjyher Tprosia perasa ce u mpobsem
XaMUJITOHOBOT IHKJTYCA.

Ha ocHoBy HaBemene peaykmuje ciemu na je mpobmem mytyjyher tprosma NP-texkak, a ¢ ob3upom Ha
TO ma npunaaa u Kaacu NP, gecro ce mocmarpa Kao jeaH O Hajpernpe3eHTaTUBHUjUX MpobIeMa y TeOpuju
pPadyHapPCKE CJIO2KEHOCTH.

5 AJaropuraMcKu NPUCTYIINA

PemeBame npobiema nyTyjyher Tprosia npecTaBiba 13a30B 300T FEroBe eKCIOHEHIIjaTHe CI0KeHOCTH,
ma, Cy TOKOM BpPEMEHA DPAa3BUjEHU PA3IUYUATH AJTOPUTAMCKHU MPUCTYIH, KOjU CE YOIIITEHO MOTY MOIETUTH
HA TadHe aIrOPUTMe U MPUOIUKHE, OJHOCHO XeypucTudke Meroje. [Iperies Haj3HAYajHUjuX aJITOPUTAMCKUX
npucrymna npobiaemy myTyjyher Tprosia, 3ajeJHO Ca IBUXOBOM BPEMEHCKOM CJIOXKEHOIINY U KBAJIUTETOM J0-
Gujenux pewiewa, Jar je y rabesu (Tabesa 1). U3 rabese ce jacHo youasa komupomuc usmely raunocru
pelrema u padyHapCKke e(pUKACHOCTH: TAYHU AJTOPUTMHU TAPAHTY]Y ONMTUMAJTHOCT, aJId UMAa]y €KCIOHEHITN]jaJl-
HY CJIOKEHOCT, JIOK XeYPUCTUYKHA W METAXEyPUCTUYKH MPUCTymu oMoryhasajy Op30 m00ujarme KBAaJIUTETHUX
MPUOJIMKHUX PEIeha U 300r TOra Cy YeCTO MOXKE/bHU Y TPAKTUIHUM PUMEHAMA,.

5.1 Tauyam amropurMn

Taunu anropuT™Mu UMajy 3a OW/b a yBEK MPOHADY ONTUMAIHY TYPY, OZHOCHO TYPY MUHUMAJIHE YKYITHE
nayxune. Ibuxosa riiaBna Mana je BesiMKa BPEMEHCKA CJI0KEHOCT, 300r Yera Cy MPaKTHUYIHO IPUMEH/bUBU CAMO
Ha npobJieMe MAmUX JTUMEH3H]a.

HajjennocraBauju Tadas TpUCTyT je ajaropuraMm OpyTajiHe Chjle, KOju ucnpobasa cBe moryhe mepmyTaiiije
rpasioBa W 3a CBaKy OJ HUX mM3padyHaBa ayxkuuy omarosapajyhe type. Ilomro 6poj moryhmx typa pacre
dakTopujenHo ca 6pojeM rpaoBa, 0Baj IPUCTYII BPJIO OP30 MOCTaje HEYIOTPEO/HUB YaK U 38 YMEPEHO BETHKE
yna3e. HberoBa BazKHOCT je mpe cBera TEOPHjCKa, jep jaCHO MIYCTPYje KOMOMHATOPHY MPHUPOLY Ipobiema.

BHavajHO eUKACHUjU [PUCTYII NPEJCTaB/bA JMHAMUYKO HporpaMupare, no3iaro kao Held—Karp anro-
putam. OCHOBHA H/igja OBOT AJITOPUTMA je Ja ce n30erne BUIIECTPYKO padyHame HCTUX TOoApodIeMa. Y MecTo
pa3MaTparma NeJOKYITHUX Typa, MpobJieM ce pa3jiake Ha Marbe TOAnpodseMe KOju MpecTaBsbajy HajKkpahu
MMyT KOju obma3m ofapeheHn CKym rpaaoBa W 3aBpIIaBa ce y KOHKPETHOM rpaay. KoMOMHAIIMjOM OBHX IIO-
Jperrerna q00uja ce onTHMAaHa Typa. ako je oBaj amropuraMm 3HATHO OpXKHU O OpyTajHe CHie, HeroBa
BPEMEHCKA CJIO2KEHOCT je M JaJbe eKCIIOHEHIUjaJIHa, [ITO OrPAHUYABA HErOBY IIPUMEHY HA PEJIATUBHO MAaJIH
Opoj TpasIoBa.



Jom jeman Bakan Tagan npuctyn je Branch and Bound rexnuka, Koja npezicraBba CHCTEMATCKO IIPeTpa-
JKUBambe [IPOCTOPA PEIIeha Y3 OCElabe I'PAaHa KOje He MOIY JIOBECTH JI0 ONTHMAJIHOL peliema. Ajropuram
rpaay JeJUMUYHE Type W 33 FhUX W3PAdyHABA JOKY TPAHUIy MOTryhe my:KWHE TOTIyHE Type. YKOJIUKO je
Ta Aoma rpanuna Beha ox TpemyTHO HajOoosber mpoHaleHOr perema, Ta TpaHa Cce Jajbe He pasmarpa. Ha
OBaj HAYMH Ce 3HAYAJHO CMambyje Opoj Typa Koje je moTpeOHO HCIUTATH, NaKO Y HAJTOPEM CIIydajy CIOKEHOCT
OCTaje eKCIIOHEHIIUjaHA.

5.2 XeypucCTU4YKN U METAaXEeypPUCTUYUYKU MPUCTYIIN

Y npakTudHUM NpUMEHaMma, rje je Opoj rpajoBa BeJUKHU, 9€CTO HHUje HEOIXOAHO HpoHahu CTPOro or-
THUMAJIHO pernere, Behi 10Bo/bHO mMOOpO perreme y pa3syMHOM BpeMeHy. ¥ TAaKBUM CHTYAIlWjaMa KOPUCTE Ce
XEYPUCTUUKY U METAXEYPUCTUIKHU AJTOPUTMHU.

JenHa o7 HAJMO3HATHjUX XEYPUCTHUKA j€ AJTOpUTAM HAjOJIMXKEr Cycema, KOju rpaau Typy mocremeno. Ilo-
nazehu o1 moYeTHOr Ipajia, y CBAaKOM KOpPaky ce Ompa ciemehu rpass Koju je TpeHyTHO HAjONMMKU M KOjU jOII
uuje mocehen. Mako je oBaj anropuram Beoma Op3 ¥ jeHOCTABAH 33 MMILIEMEHTAIIN]Y, IberOBa MAaHA je IITO
JIOKAQJTHO OTITHUMAJIHE OJJTyKE He MOPAjy JOBECTH 10 TJI00AJIHO OMTUMAJIHOT PEIeHha.

MeTtaxeypuCTHIKY TPUCTYIH, KAO IITO Cy TEHETCKU AJTOPUTMHU W CUMYJIHUPAHO KAJbEIhe, HACTOje 1A W3-
Oerny oBy ciaboct. ['ermercku asropurtMu mocMarpajy Moryhe Type Kao jeIWHKE y TOMMYJIallnju, KOjé Ce TOKOM
BpeMeHa eBOIyTHBHO yHAIpehyjy mMpUMeHOM OmepaTropa CelekImje, yKpiTama 1 myTanuje. Ha Taj Haunn ce
ToCcTeneHo a001jajy CBe KBAJIUTETHHUja PeIlerba.

CuMysiupaHo Kajbemhe je MHCHUPUCAHO (PU3UYKUM IPOoLecoM xjahema Marepujasia. AjropuraMm nodume
Ca HEKUM MMOYETHUM DEIEheM U TIOCTENEHO Ta MoD0JBbINaBa, 103Bo/baBajyhin y onpehenum daszama u mpenaszax
Ha JIOIIHja Pelrea, KAaKo Ou ce m30eryo 3ariaB/buBame y JJOKaIHOM MuHUMYyMY. Kako ajropuram Hampemyje,
BEpOBATHONA MPUXBATAIHA JIOMKJUX PEIlerha ce CMambyje, IIITO JOBOAY 10 CTAOUIN3AIje PeIlebha.

Mako oBu mpucTynu He TapaHTyjy ONTHMAJIHOCT, OHE OMOryhaBajy mo0ujarbe KBATUTETHUX MPUOIMKHIX
pelema y BpeMeHy KOje je MPUXBAT/bUBO 33 peasiHe npobsieMe BEJIUKUX pa3Mepa.

Anropuram BpemeHcKa CJI0XKEHOCT Ksasmrer peinema
Bpyramnna cnia O(n!) Onrumaiso
Held-Karp O(n?2") Onrumanuao
Branch and Bound Exkcnonenmujaana Onrumaao
Anropuram HajosmKer cycena O(n?) MpubiukHO

2-opt JTOKaJIHA TTpeTpara [MomuHOMMjaTHA, Jo6po pubInKHO
Tenercku amropurmu ITommrOMEjaHA IO TeHepanuju | Bpmo mobpo npubamKHO
CumyInpano Kajberme [MoanHOMMjaTHA, Bpao 106po mpubinkuO

Tabena 1: Ilopeheme anropuramcknx mpuctyma 3a mpobsem myTyjyher Tprosia

6 3akipydak

IIpobmem myTyjyher Tprosia mpeacTaB/ba jesaH O HAJ3HAYAJHUJUX TEOPHjCKUX MPOOIEMa y CaBPEMEHOM
pauynapcrBy. HberoBa ciioKeHOCT jaCHO WIIyCTPYje OrpaHUYerha KIACHIHUX AJITOPUTAMCKHUX MPUCTYTIA U O~
Tpedy 3a XeyPUCTHYKUM METOAAMA.

MNako je mpoHaIaXKeme ONTUMAJIHOT PEIIeHa, 9€CTO HEN3BOA/HUBO, MTPAKTUYHE TIPUMEHE TTOKA3Yjy /1a MpH-
OJTMKHU AJTOPUTMHU MOTY JATH BEOMa KBAaJIMTETHA peliema y pa3yMHOM Bpemeny. 30or tora TSP ocraje
aKTUBHA 00JIACT MCTPAYKUBAKHA U BaXKAH KOHIIENT y 00Pa30Baby PAdyHAPCKUAX HAYKA.
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