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1 Óâîä

Ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà (åíã. Traveling Salesman Problem, TSP) ïðåäñòàâ§à jåäàí îä íàjïîçíà-
òèjèõ ïðîáëåìà ó òåîðèjè àëãîðèòàìà, êîìáèíàòîðíîj îïòèìèçàöèjè è îïåðàòèâíèì èñòðàæèâà»èìà.
Óïðêîñ jåäíîñòàâíîj ôîðìóëàöèjè, îâàj ïðîáëåì ïîêàçójå èçóçåòíó ðà÷óíàðñêó ñëîæåíîñò è ñëóæè êàî
êëàñè÷àí ïðèìåð ðàçëèêå èçìå¢ó èíòóèòèâíå jåäíîñòàâíîñòè è ôîðìàëíå òåæèíå ðåøàâà»à.

Îñíîâíà èäåjà ïðîáëåìà jå ñëåäå£à: äàòè ñó ãðàäîâè è ðàñòîjà»à èçìå¢ó »èõ, à çàäàòàê jå ïðîíà£è
íàjêðà£ó ìîãó£ó ðóòó êîjà îáèëàçè ñâàêè ãðàä òà÷íî jåäíîì è âðà£à ñå ó ïî÷åòíè ãðàä. Îâàj ïðîáëåì
èìà äèðåêòíå ïðèìåíå ó ëîãèñòèöè, ïëàíèðà»ó òðàíñïîðòà, îïòèìèçàöèjè äèñòðèáóòèâíèõ ñèñòåìà, êàî
è ó áèîèíôîðìàòèöè è äèçàjíó èíòåãðèñàíèõ êîëà.

Ïîñåáíà âàæíîñò TSP-à ïðîèçèëàçè èç ÷è»åíèöå äà ïðèïàäà êëàñè NP-òåøêèõ ïðîáëåìà, øòî çíà÷è
äà íå ïîñòîjè ïîçíàò àëãîðèòàì êîjè áè ãà ðåøàâàî åôèêàñíî çà ïðîèçâî§íî âåëèêè áðîj óëàçíèõ
ïîäàòàêà. Çáîã òîãà ñå TSP ÷åñòî êîðèñòè êàî òåñòíè ïðîáëåì çà íîâå àëãîðèòàìñêå òåõíèêå.

2 Ôîðìàëíà äåôèíèöèjà ïðîáëåìà

Ïðå ôîðìàëíå äåôèíèöèjå ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà, íåîïõîäíî jå óâåñòè îñíîâíå ïîjìîâå èç
òåîðèjå ãðàôîâà êîjè ñå êîðèñòå ó »åãîâîj ôîðìóëàöèjè.
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Äåôèíèöèjà 1. Ãðàô jå óðå¢åíè ïàð G = (V,E), ãäå jå V íåïðàçàí êîíà÷àí ñêóï ÷âîðîâà (òåìåíà), à
E ⊆ V × V ñêóï èâèöà êîjå ïîâåçójó ÷âîðîâå ãðàôà.

Óêîëèêî jå ñâàêîj èâèöè ïðèäðóæåíà íóìåðè÷êà âðåäíîñò êîjà ïðåäñòàâ§à öåíó, äóæèíó èëè òåæèíó,
òàêàâ ãðàô íàçèâà ñå òåæèíñêè ãðàô. Óêîëèêî ñó ñâàêà äâà ðàçëè÷èòà ÷âîðà ïîâåçàíà èâèöîì, ãðàô
ñå íàçèâà ïîòïóí ãðàô.

Äåôèíèöèjà 2. Öèêëóñ ó ãðàôó jå ïóòà»à êîjà ïî÷è»å è çàâðøàâà ñå ó èñòîì ÷âîðó, ïðè ÷åìó ñå
íèjåäàí ÷âîð, îñèì ïî÷åòíîã, íå ïîíàâ§à.

Äåôèíèöèjà 3. Õàìèëòîíîâ öèêëóñ jå öèêëóñ ó ãðàôó êîjè îáèëàçè ñâàêè ÷âîð òà÷íî jåäíîì, îñèì
ïî÷åòíîã ÷âîðà êîjè ñå ïîjàâ§ójå è íà êðàjó ïóòà»å.

Äåôèíèöèjà 4. Ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà jå ïðîáëåì ïðîíàëàæå»à Õàìèëòîíîâîã öèêëóñà íàjìà»å
äóæèíå ó ïîòïóíîì òåæèíñêîì ãðàôó.

3 Ãðàôè÷êà èíòåðïðåòàöèjà ïðîáëåìà

Ñëèêà 1: Ïðèìåð TSP ãðàôà

Ãðàôè÷êà ðåïðåçåíòàöèjà TSP-à çíà÷àjíî äîïðèíîñè èíòóè-
òèâíîì ðàçóìåâà»ó ïðîáëåìà. ×âîðîâè ãðàôà ïðåäñòàâ§àjó ãðà-
äîâå, äîê èâèöå îçíà÷àâàjó ìîãó£å ïóòåâå èçìå¢ó »èõ.

Èàêî ñå íà ìàëîì áðîjó ãðàäîâà ðåøå»å ìîæå ëàêî âèçóåëíî
óî÷èòè, âå£ êîä óìåðåíîã áðîjà ÷âîðîâà áðîj ìîãó£èõ êîìáèíà-
öèjà ïîñòàjå èçóçåòíî âåëèê. Îâàj àñïåêò ÷èíè TSP ïîãîäíèì çà
àíàëèçó ãðàíèöà §óäñêå èíòóèöèjå è ôîðìàëíèõ àëãîðèòàìñêèõ
ïðèñòóïà.

Äà áè ñå èëóñòðîâàëà åêñïîíåíöèjàëíà ñëîæåíîñò ïðîáëåìà,
ðàçìîòðèìî ïðèìåð ñà n = 4 ãðàäà (Ñëèêà 1). Ïðèìåòèìî äà çà
îâàj ïðèìåð ïîñòîjè óêóïíî n! = 4! = 24 ìîãó£èõ ïåðìóòàöèjà
ãðàäîâà. Ìå¢óòèì, çáîã öèêëè÷íå ïðèðîäå òóðà, è ÷è»åíèöå äà
jå ñâàêè ãðàä ïîâåçàí ñà ñâàêèì äðóãèì ãðàäîì, áðîj ðàçëè÷èòèõ

Õàìèëòîíîâèõ öèêëóñà ñå ñìà»ójå íà (n−1)!
2 = 3. Îâà 3 öèêëóñà

ñó äàòà ó íàñòàâêó, çàjåäíî ñà ñâîjèì óêóïíèì äóæèíàìà:

� A → B → C → D → A, óêóïíà äóæèíà: 97

� A → B → D → C → A, óêóïíà äóæèíà: 108

� A → C → B → D → A, óêóïíà äóæèíà: 141

Íà îñíîâó äîáèjåíèõ âðåäíîñòè, íàjêðà£à òóðà jå A → B → C → D → A, ñà óêóïíîì äóæèíîì 97, òå
îíà ïðåäñòàâ§à ðåøå»å ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà çà îâà 4 ãðàäà.

4 Òåîðèjñêå îñîáèíå ïðîáëåìà

Ðàçìàòðà»å ðà÷óíàðñêå ñëîæåíîñòè ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà çàõòåâà óâî¢å»å îñíîâíèõ ïîjìîâà
èç òåîðèjå ðà÷óíàðñêå ñëîæåíîñòè, ïðå ñâåãà êëàñå NPïðîáëåìà è ïîjìà NP-òåæèíå.

4.1 Êëàñà NP-ïðîáëåìà

Äåôèíèöèjà 5. Êëàñà NP îáóõâàòà ñâå ïðîáëåìå îäëó÷èâà»à çà êîjå jå, çà äàòî ïîòåíöèjàëíî ðå-
øå»å, ìîãó£å ïðîâåðèòè »åãîâó èñïðàâíîñò ó ïîëèíîìèjàëíîì âðåìåíó ïîìî£ó äåòåðìèíèñòè÷êîã
àëãîðèòìà.

Âàæíî jå íàãëàñèòè äà ïðèïàäíîñò êëàñè NP íå çíà÷è äà ñå ïðîáëåì ìîæå åôèêàñíî ðåøèòè, âå£
ñàìî äà ñå èñïðàâíîñò ðåøå»à ìîæå áðçî ïðîâåðèòè. Ìíîãè ïðàêòè÷íî âåîìà òåøêè ïðîáëåìè ïðèïàäàjó
óïðàâî îâîj êëàñè.
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4.2 NP-òåøêè ïðîáëåìè

Äåôèíèöèjà 6. Ïðîáëåì ñå íàçèâà NP-òåæàê àêî ñå ñâàêè ïðîáëåì èç êëàñå NP ìîæå ïîëèíîìèjàëíî
ñâåñòè íà »åãà.

Èíòóèòèâíî, NP-òåæàê ïðîáëåì jå íàjìà»å îíîëèêî òåæàê êîëèêî è íàjòåæè ïðîáëåìè ó êëàñè
NP. Óêîëèêî áè ñå ïðîíàøàî åôèêàñàí àëãîðèòàì çà ðåøàâà»å áèëî êîã NP-òåøêîã ïðîáëåìà, òî áè
èìïëèöèðàëî äà ñó ñâè NP-ïðîáëåìè åôèêàñíî ðåøèâè.

4.3 Õàìèëòîíîâ öèêëóñ

Ëåìà 1. Ïðîáëåì îäðå¢èâà»à äà ëè äàòè ãðàô ñàäðæè Õàìèëòîíîâ öèêëóñ jå NP-êîìïëåòàí ïðîáëåì.

Îájàø»å»å.Ïðîáëåì Õàìèëòîíîâîã öèêëóñà ïðèïàäà êëàñè NP, jåð ñå çà äàòè öèêëóñ ó ïîëèíîìèjàë-
íîì âðåìåíó ìîæå ïðîâåðèòè äà ëè îáèëàçè ñâàêè ÷âîð òà÷íî jåäíîì è äà ëè jå çàòâîðåí. Èñòîâðåìåíî,
ïîêàçàíî jå äà jå îâàj ïðîáëåì NP-òåæàê ðåäóêöèjàìà ñà äðóãèõ NP-êîìïëåòíèõ ïðîáëåìà, øòî çàjåäíî
èìïëèöèðà »åãîâó NP-êîìïëåòíîñò.

4.4 NP-òåæèíà ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà jå NP-òåæàê.

Îájàø»å»å. NP-òåæèíà ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà ñå ïðîáëåì Õàìèëòîíîâîã
öèêëóñà ìîæå ïîëèíîìèjàëíî ñâåñòè íà »åãà. Êîíêðåòíî, ñâàêîì ãðàôó ñå ìîæå ïðèäðóæèòè ïîòïóí
òåæèíñêè ãðàô òàêî äà ïîñòîjà»å Õàìèëòîíîâîã öèêëóñà îäãîâàðà ïîñòîjà»ó òóðå ÷èjà óêóïíà äóæèíà
íå ïðåëàçè çàäàòó ãðàíèöó. Íà òàj íà÷èí, ðåøàâà»åì ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà ðåøàâà ñå è ïðîáëåì
Õàìèëòîíîâîã öèêëóñà.

Íà îñíîâó íàâåäåíå ðåäóêöèjå ñëåäè äà jå ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà NP-òåæàê, à ñ îáçèðîì íà
òî äà ïðèïàäà è êëàñè NP, ÷åñòî ñå ïîñìàòðà êàî jåäàí îä íàjðåïðåçåíòàòèâíèjèõ ïðîáëåìà ó òåîðèjè
ðà÷óíàðñêå ñëîæåíîñòè.

5 Àëãîðèòàìñêè ïðèñòóïè

Ðåøåâà»å ïðîáëåìà ïóòójó£åã òðãîâöà ïðåäñòàâ§à èçàçîâ çáîã »åãîâå åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæåíîñòè,
ïà ñó òîêîì âðåìåíà ðàçâèjåíè ðàçëè÷èòè àëãîðèòàìñêè ïðèñòóïè, êîjè ñå óîïøòåíî ìîãó ïîäåëèòè
íà òà÷íå àëãîðèòìå è ïðèáëèæíå, îäíîñíî õåóðèñòè÷êå ìåòîäå. Ïðåãëåä íàjçíà÷àjíèjèõ àëãîðèòàìñêèõ
ïðèñòóïà ïðîáëåìó ïóòójó£åã òðãîâöà, çàjåäíî ñà »èõîâîì âðåìåíñêîì ñëîæåíîø£ó è êâàëèòåòîì äî-
áèjåíèõ ðåøå»à, äàò jå ó òàáåëè (Òàáåëà 1). Èç òàáåëå ñå jàñíî óî÷àâà êîìïðîìèñ èçìå¢ó òà÷íîñòè
ðåøå»à è ðà÷óíàðñêå åôèêàñíîñòè: òà÷íè àëãîðèòìè ãàðàíòójó îïòèìàëíîñò, àëè èìàjó åêñïîíåíöèjàë-
íó ñëîæåíîñò, äîê õåóðèñòè÷êè è ìåòàõåóðèñòè÷êè ïðèñòóïè îìîãó£àâàjó áðçî äîáèjà»å êâàëèòåòíèõ
ïðèáëèæíèõ ðåøå»à è çáîã òîãà ñó ÷åñòî ïîæå§íè ó ïðàêòè÷íèì ïðèìåíàìà.

5.1 Òà÷íè àëãîðèòìè

Òà÷íè àëãîðèòìè èìàjó çà öè§ äà óâåê ïðîíà¢ó îïòèìàëíó òóðó, îäíîñíî òóðó ìèíèìàëíå óêóïíå
äóæèíå. �èõîâà ãëàâíà ìàíà jå âåëèêà âðåìåíñêà ñëîæåíîñò, çáîã ÷åãà ñó ïðàêòè÷íî ïðèìåí§èâè ñàìî
íà ïðîáëåìå ìà»èõ äèìåíçèjà.

Íàjjåäíîñòàâíèjè òà÷àí ïðèñòóï jå àëãîðèòàì áðóòàëíå ñèëå, êîjè èñïðîáàâà ñâå ìîãó£å ïåðìóòàöèjå
ãðàäîâà è çà ñâàêó îä »èõ èçðà÷óíàâà äóæèíó îäãîâàðàjó£å òóðå. Ïîøòî áðîj ìîãó£èõ òóðà ðàñòå
ôàêòîðèjåëíî ñà áðîjåì ãðàäîâà, îâàj ïðèñòóï âðëî áðçî ïîñòàjå íåóïîòðåá§èâ ÷àê è çà óìåðåíî âåëèêå
óëàçå. �åãîâà âàæíîñò jå ïðå ñâåãà òåîðèjñêà, jåð jàñíî èëóñòðójå êîìáèíàòîðíó ïðèðîäó ïðîáëåìà.

Çíà÷àjíî åôèêàñíèjè ïðèñòóï ïðåäñòàâ§à äèíàìè÷êî ïðîãðàìèðà»å, ïîçíàòî êàî Held�Karp àëãî-
ðèòàì. Îñíîâíà èäåjà îâîã àëãîðèòìà jå äà ñå èçáåãíå âèøåñòðóêî ðà÷óíà»å èñòèõ ïîäïðîáëåìà. Óìåñòî
ðàçìàòðà»à öåëîêóïíèõ òóðà, ïðîáëåì ñå ðàçëàæå íà ìà»å ïîäïðîáëåìå êîjè ïðåäñòàâ§àjó íàjêðà£è
ïóò êîjè îáèëàçè îäðå¢åíè ñêóï ãðàäîâà è çàâðøàâà ñå ó êîíêðåòíîì ãðàäó. Êîìáèíàöèjîì îâèõ ïî-
äðåøå»à äîáèjà ñå îïòèìàëíà òóðà. Èàêî jå îâàj àëãîðèòàì çíàòíî áðæè îä áðóòàëíå ñèëå, »åãîâà
âðåìåíñêà ñëîæåíîñò jå è äà§å åêñïîíåíöèjàëíà, øòî îãðàíè÷àâà »åãîâó ïðèìåíó íà ðåëàòèâíî ìàëè
áðîj ãðàäîâà.
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Jîø jåäàí âàæàí òà÷àí ïðèñòóï jå Branch and Bound òåõíèêà, êîjà ïðåäñòàâ§à ñèñòåìàòñêî ïðåòðà-
æèâà»å ïðîñòîðà ðåøå»à óç îäñåöà»å ãðàíà êîjå íå ìîãó äîâåñòè äî îïòèìàëíîã ðåøå»à. Àëãîðèòàì
ãðàäè äåëèìè÷íå òóðå è çà »èõ èçðà÷óíàâà äî»ó ãðàíèöó ìîãó£å äóæèíå ïîòïóíå òóðå. Óêîëèêî jå
òà äî»à ãðàíèöà âå£à îä òðåíóòíî íàjáî§åã ïðîíà¢åíîã ðåøå»à, òà ãðàíà ñå äà§å íå ðàçìàòðà. Íà
îâàj íà÷èí ñå çíà÷àjíî ñìà»ójå áðîj òóðà êîjå jå ïîòðåáíî èñïèòàòè, èàêî ó íàjãîðåì ñëó÷àjó ñëîæåíîñò
îñòàjå åêñïîíåíöèjàëíà.

5.2 Õåóðèñòè÷êè è ìåòàõåóðèñòè÷êè ïðèñòóïè

Ó ïðàêòè÷íèì ïðèìåíàìà, ãäå jå áðîj ãðàäîâà âåëèêè, ÷åñòî íèjå íåîïõîäíî ïðîíà£è ñòðîãî îï-
òèìàëíî ðåøå»å, âå£ äîâî§íî äîáðî ðåøå»å ó ðàçóìíîì âðåìåíó. Ó òàêâèì ñèòóàöèjàìà êîðèñòå ñå
õåóðèñòè÷êè è ìåòàõåóðèñòè÷êè àëãîðèòìè.

Jåäíà îä íàjïîçíàòèjèõ õåóðèñòèêà jå àëãîðèòàì íàjáëèæåã ñóñåäà, êîjè ãðàäè òóðó ïîñòåïåíî. Ïî-
ëàçå£è îä ïî÷åòíîã ãðàäà, ó ñâàêîì êîðàêó ñå áèðà ñëåäå£è ãðàä êîjè jå òðåíóòíî íàjáëèæè è êîjè jîø
íèjå ïîñå£åí. Èàêî jå îâàj àëãîðèòàì âåîìà áðç è jåäíîñòàâàí çà èìïëåìåíòàöèjó, »åãîâà ìàíà jå øòî
ëîêàëíî îïòèìàëíå îäëóêå íå ìîðàjó äîâåñòè äî ãëîáàëíî îïòèìàëíîã ðåøå»à.

Ìåòàõåóðèñòè÷êè ïðèñòóïè, êàî øòî ñó ãåíåòñêè àëãîðèòìè è ñèìóëèðàíî êà§å»å, íàñòîjå äà èç-
áåãíó îâó ñëàáîñò. Ãåíåòñêè àëãîðèòìè ïîñìàòðàjó ìîãó£å òóðå êàî jåäèíêå ó ïîïóëàöèjè, êîjå ñå òîêîì
âðåìåíà åâîëóòèâíî óíàïðå¢ójó ïðèìåíîì îïåðàòîðà ñåëåêöèjå, óêðøòà»à è ìóòàöèjå. Íà òàj íà÷èí ñå
ïîñòåïåíî äîáèjàjó ñâå êâàëèòåòíèjà ðåøå»à.

Ñèìóëèðàíî êà§å»å jå èíñïèðèñàíî ôèçè÷êèì ïðîöåñîì õëà¢å»à ìàòåðèjàëà. Àëãîðèòàì ïî÷è»å
ñà íåêèì ïî÷åòíèì ðåøå»åì è ïîñòåïåíî ãà ïîáî§øàâà, äîçâî§àâàjó£è ó îäðå¢åíèì ôàçàìà è ïðåëàçàê
íà ëîøèjà ðåøå»à, êàêî áè ñå èçáåãëî çàãëàâ§èâà»å ó ëîêàëíîì ìèíèìóìó. Êàêî àëãîðèòàì íàïðåäójå,
âåðîâàòíî£à ïðèõâàòà»à ëîøèjèõ ðåøå»à ñå ñìà»ójå, øòî äîâîäè äî ñòàáèëèçàöèjå ðåøå»à.

Èàêî îâè ïðèñòóïè íå ãàðàíòójó îïòèìàëíîñò, îíè îìîãó£àâàjó äîáèjà»å êâàëèòåòíèõ ïðèáëèæíèõ
ðåøå»à ó âðåìåíó êîjå jå ïðèõâàò§èâî çà ðåàëíå ïðîáëåìå âåëèêèõ ðàçìåðà.

Àëãîðèòàì Âðåìåíñêà ñëîæåíîñò Êâàëèòåò ðåøå»à

Áðóòàëíà ñèëà O(n!) Îïòèìàëíî
Held�Karp O(n22n) Îïòèìàëíî
Branch and Bound Åêñïîíåíöèjàëíà Îïòèìàëíî
Àëãîðèòàì íàjáëèæåã ñóñåäà O(n2) Ïðèáëèæíî
2-opt ëîêàëíà ïðåòðàãà Ïîëèíîìèjàëíà Äîáðî ïðèáëèæíî
Ãåíåòñêè àëãîðèòìè Ïîëèíîìèjàëíà ïî ãåíåðàöèjè Âðëî äîáðî ïðèáëèæíî
Ñèìóëèðàíî êà§å»å Ïîëèíîìèjàëíà Âðëî äîáðî ïðèáëèæíî

Òàáåëà 1: Ïîðå¢å»å àëãîðèòàìñêèõ ïðèñòóïà çà ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà

6 Çàê§ó÷àê

Ïðîáëåì ïóòójó£åã òðãîâöà ïðåäñòàâ§à jåäàí îä íàjçíà÷àjíèjèõ òåîðèjñêèõ ïðîáëåìà ó ñàâðåìåíîì
ðà÷óíàðñòâó. �åãîâà ñëîæåíîñò jàñíî èëóñòðójå îãðàíè÷å»à êëàñè÷íèõ àëãîðèòàìñêèõ ïðèñòóïà è ïî-
òðåáó çà õåóðèñòè÷êèì ìåòîäàìà.

Èàêî jå ïðîíàëàæå»å îïòèìàëíîã ðåøå»à ÷åñòî íåèçâîä§èâî, ïðàêòè÷íå ïðèìåíå ïîêàçójó äà ïðè-
áëèæíè àëãîðèòìè ìîãó äàòè âåîìà êâàëèòåòíà ðåøå»à ó ðàçóìíîì âðåìåíó. Çáîã òîãà TSP îñòàjå
àêòèâíà îáëàñò èñòðàæèâà»à è âàæàí êîíöåïò ó îáðàçîâà»ó ðà÷óíàðñêèõ íàóêà.
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