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YBom

Mmuore akTuBHOCTU 6€3 KOJUX HAHAINEKY CBAKOIHEBUILY HE ODMCMO MOTJIU
HU 3aMUCJIUTHU W3BpIIaBAMO Opske Hero mkana mpe. 1o HaM TaHAC OMO-
ryhasajy pauysHapu m muma npuiaroheHy aaropurmMu KOju Cy HEKaIa
npeacTaBban gocTa cruopuje mponenype. Mnak, npumehyjemo na, kako
CJIOKEHOCT OBUIX QJITOPUTAMA U KOJIWYMHA O AATAKA KOJU ¥ BBUMA YUECTBY]Y
pacrty, pacTe U KOJIWYWHA BPpEMeHA HOTPeOHA na ce MOMEHYTU AJCOPUTMU
u3Bpiie. 3aTO, HA NPUMEDP, CBU CUCTEMU BEJIWKUX KOMIIAHUja 3aBUCE O
aJropruTaMa KOjU Cy ONTHMMU30BAHU Ha HAM pe3yJiTaTe Najy BEJIUKOM Op-
3UHOM.

Bes oamrosapajyhe amanuse asropurama, OBU CUCTeMU OnUiam Ou mpe-
CIIOpU, & OCHUM TOla M EHEePreTCKU BPJIO HeeduracHu, Te mpeckynu. OBaj
npobJsieM YyecTo permaBa moceOHa BPCTa aJIropuraMa KOju Ce 3aCHMBAjy Ha
AJTOPUTAMCKOj MapaIUurMu nodeat na 84a0Gj, a MaTEeMATUYKA MOIEI KOju
UX TPenu3Ho O0jalrmaBa jecy PEeKypPEeHTHE peJlalluje.



1 PekypeHTHe peJaluje

Pexypenrtre penanuje nepuHUINYy HU3 y 3aBUCHOCTU O HE€TOBUX IIPET-
XOTHUX YIJIAHOBA.

Hepuaunuja 1.1. Hera je {an}neny HM3 peannux Gpojesa. PekypentHa
penamuja pena k € N je jenmauuna obGnuka

an = f(N,Gn—1,0n_2,...,0n_k) 32 n2=k,

npu uemy je f : N x XF = X ¢ymrmuja xoja yrmyuyje k ysacTommmx
YJaHOBA HU3a, a X CKYI KOMe IPUIanajy CBU UJIAHOBU HU3A.

Hanowmena 1.1. Pexypenmmua pesanuja je jednosnauno oopehena axo je sadamo
k unuyujeanur epednocmu ag,ai, . ..,ax—1. bez 3a0amur unuyujaanur epeo-
HOCMU, PEAGUUIa OnUcyje becKoRauHy HamMULL]yY HU308G.

IIpumep 1.1. PaxTopujen je nepuHUCAH PEKYPEHTHOM DPeIaIjoM
nl=n-(n—-1)! 3a n>0
u uHUMjaaEoM Bpeqaomhy 0! = 1.

ITpumep 1.2. PubonauumjeBu OpPoOjeBU NpUNALAjy HA3Y UUJU je CBAKUA UJIAH
30up mperxonHa nBa unana. PubonauujeB HU3 je mepuUHUCAH PEKYPEHTHOM
penanujoMm

Fn:Fn71+an2

u uHUIMjaJ HuM BpennoctuMma Fy = 0 n Fy = 1. I[IpBux HEKOJIUKO UIaHOBA
dubonaumjesor uusa jecy: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...

Iedbwmuumnuja 1.2. PexypenrHa penamnuja je asuneapHa aro je

k
ap = Z Cilp—i + g(n)a
=1

IpU YeMy Cy ¢; KOHCTaHTe uiau GpyHKIuje on n, a g(n) cioboman wiaH.

Hedbuuunuja 1.3. JluneapHa peKypeHTHaA peJaluja je TOMOzeHd AKO je
g(n) =0, a unaue je neromozena.

Jlema 1.1 (Jlumeapuoct). Hexa cy {a,} u {b,} pewewa xomozene auneapre
PERYpENMHE Peaayuje T, = Zle ¢iTn—i. Tada je 3a cee xoncmanme o, f € R
HU3

Uy = aan + Bby

maxobe pewemwe ucme pexypeRmHue peaayuje.



Joxas. Mlpetnocrasumo na cy {ap,} un {b,} pemema penammje {z,}. To
k k

3HAYM Ja Ce MOUY B3allCATH KAO Ay, = » . 4 Cilp—j ¥ by = Y o | Cibyp_j.

3anz2kuafeR gepuanmmmo HOBU HU3

Up = aa, + Bb, = a(clan—l + 4+ Ckan—k) + ﬁ(clbn—l + o+ erbnk
= cal(aap-1+ Bbp-1) + -+ cp(aan_p + Bbu-i)

= ClUp—1+ CoUp—2 + -+ CxUn_k-

Hus {u,} 3am0B0/maBa NCTY PEKyPEHTHY DEJIAIN]Y, T€ j€ U OH HEeHO PEIIEHke.

O]

Pewumu pexypenmny peacyujy 3HaUn HaANUM €KCHIWIUTHY (QOPMYIY 3a
onmTy 4iaH Hu3a. Heku on HaumHa pemaBama Cy:

e urepaTruBHAa MeTOHA (HIP. djp—1 C€ U3PA3U IPEKO Gp—2);
® MeTONAa KapaKTepUCTUUHe jenHaunHe (y3 MPETIOCTABRY dn = T);
e nomohiy macrep teopeme (Teopema 2.1) u

e nomoliy pekypsusHor crabiua (ciauka 1).
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Cunuka 1: PerkypsuBao ctabiio

2 AJsgropuramcka mapamurma ,,Ionesiu ma Bianaj”’

2.1 AsaropurMuka

Aanzopummura je obnact nHGPOPMATUKE KOja ce DABU aHAJIU3OM BPEMEH-
CKe U IPOCTOPHE CJI0KEHOCTU IIpOorpaMa, Kao U IU3ajHOM IITO €(PUKACHUjUX
ajgropuraMa KOju pemaBajy Heku npobiem. Aszopumamcka caoxmcenocm je
(YyHKIUja KOja ONUCYje KaKO PEecypcHu KOje aJrOpUTaM TPOIIM 3aBUCE O
BeJIMUYMHe yia3a. Pecypcu cy yriaBHOM BpeMe M3BpIIaBama, MEMOPHja U
enepruja. Beauwurna yaaza n je Mepa KoJIudmHe MHGOPMANUja KOje aropu-
TaM IpuMa U Hajdemhe mpeacraBmba 6poj butoBa y Opojy, Opoj emremenara
y HU3Y, 6p0j YBOpOBa y rpady Wim Iy:KUHY HUCKE. Acumnmomcra nomayuja
onmcyje moHamame (QYHKIHUje Kaga n — 00, 3aHeMapyjyhm kKoHCTanTe u
HIKE peloBe.



Hepunumuja 2.1. Hera cy f u ¢ nBe mosuruBue ¢yuruumje ox n € N. 3a
¢yurnnjy g(n) raxke ce ma je acumnmomcka 20pha epanuyae dyarmmje f(n)
u mmme ce f(n) = O(g(n)) ako mocroje MO3UTMBHE KOHCTAHTE € U Mo TAKBE
na 3a cBako n > ng Baxku f(n) < cg(n).

Hedounnaumnuja 2.2. 3a ¢pyaxuujy g(n) raxke ce ma je acumMnmomcka 00ma
epanuya dpysrnuje f(n) u nume ce f(n) = Q(g(n)) aKO IOCTOj€ IO3UTUBHE
KOHCTaHTE ¢ U Ny TaKBE Ia 3a CBaKo n > ng Baxku f(n) > cg(n).

Hepuunmuja 2.3. Arxo 3a gse ¢yuruuje f u g Baxku f(n) = O(g(n)) u
f(n)= Q(g(n)), oHza 3a QYHKIU]Y ¢(n) KaxkeMo Ia je acuMnmomcka mecna
epanuya dyrrmuje f(n) m mumemo f(n) = @(g(n))

Hebpuanmuja 2.4. 3a k > 0, 0 < ¢ < 1 m ¢ > 1 mepmuume ce cTPOro

ypebera xujepapxuja pacrta (QyHKIHTja

l<logn<loghn<n®<n<nlogn<n?<n®< < <nl<n’

2.2 O mapamurmMu

AJropurMu 3aCHOBAHU Ha AJICOPUTAMCKO] MapaIUTrMU nodeat na 84a0aj
(enr. divide and conquer) pemasajy mTpoBieM TAKO ITO T'a MOAEJE HA MAHE
noTnpobiieMe KMCTe BPCTE, a 3aTUM pelne moTunpobieMe na Ou Ha Kpajy
CIOjUJIN TAPIUjaJIHA PEllekha y Pelleme IpobdieMa.

HMepumuaumuja 2.5. Axo je Besuuwuna npobieMa n, a ajJropuTaM pemasa

a > 1 normpo6aema Bemmumne § (b > 1 je daxTop cMamema BeIMIMHE

npobiema) y3 momarHu pan f(n) Ha momeny u KOMOMHOBaE, PEKYDEHTHA
penanuja Koja omucyje nodeau na 84a0aj aJrOpPUTME je

n

T(n) = aT( b) + f(n).
AcuMnToTCKO pelneme OBe PEeKypeHTHe peJsanuje maje teopema 2.1.

Teopema 2.1 (Macrep Teopema). 3a pexypenmny peaayujy T'(n) = aT(F)+
f(n) u A =log,a eamce caedeha mpu cayuaja:

1. axo je f(n) = O(n*~%), mada je T(n) = O(nt);
2. axo je f(n) = O(n*log® n), mada je T(n) = O(n*log" ™ n);

3. axo je f(n) = Qn**) waf(%) < cf(n) sa nexo ¢ < 1, mada je T'(n) =

Y rtabeau 1 marto je mopebeme HEKUX pPeJEBAHTHUX N00EAU NG 84004)
aJIropuTaMa IO BPEMEHCKOj U IPOCTOPHO] CIOKEHOCTHU.



Anropuram H PekypenTHa pesanuja ‘ Bpewme ‘Hpoccrop

Merge Sort T(n)=2T(3) +n O(nlogn) O(n)
Quick Sort Tn)=Tk)+T(n—k)+n | ©(nlogn) | O(logn)
Binary Search T(n)=T(5)+1 O(logn) o)

Tabena 1: [lopebheme HEKUX peNIEBAHTHUX AJTOPUTAMA

3akibydak

Benuke 3aciayre 3a Op3uHy KOjOM naHAC M3BPIIABAMO CBAKOJHEBHE aK-
TUBHOCTU NPUIANA]Y AJITOPUTMUMA 3aCHOBAHUM HA MAPATUIMU N00eAl NG
6400Gj M MATEMAaTUYKOM MOMENIY Ha KOME Ce TeMeJbe — PEKYPEHTHUM pe-
JanujaMa. Y OBOM pany je CUCTEMaTHWYHO O0jaIlHmeHO KaKO TEOPHUjCKa Ca-
panma HU30Ba U AJICOPUTMUKE Iajy IPAKTUYHO PEIIEHe€ 3a BPEMEHCKH,
€HEPreTCKN U (MHAHCHU]CKM e(UKACHUje IporpaMe.
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