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Uvod
Mnoge aktivnosti bez kojih danaxǌu svakodnevicu ne bismo mogli

ni zamisliti izvrxavamo br�e nego ikada pre. To nam danas omo-
gu�avaju raqunari i ǌima prilago�eni algoritmi koji su nekada
predstavǉali dosta sporije procedure. Ipak, prime�ujemo da, kako
slo�enost ovih algoritama i koliqina podataka koji u ǌima uqestvuju
rastu, raste i koliqina vremena potrebna da se pomenuti algoritmi
izvrxe. Zato, na primer, svi sistemi velikih kompanija zavise od
algoritama koji su optimizovani da nam rezultate daju velikom br-
zinom.

Bez odgovaraju�e analize algoritama, ovi sistemi bili bi pre-
spori, a osim toga i energetski vrlo neefikasni, te preskupi. Ovaj
problem qesto rexava posebna vrsta algoritama koji se zasnivaju na
algoritamskoj paradigmi podeli pa vladaj, a matematiqki model koji
ih precizno objaxǌava jesu rekurentne relacije.

1



1 Rekurentne relacije
Rekurentne relacije definixu niz u zavisnosti od ǌegovih pret-

hodnih qlanova.

Definicija 1.1. Neka je {an}n∈N niz realnih brojeva. Rekurentna
relacija reda k ∈ N je jednaqina oblika

an = f(n, an−1, an−2, . . . , an−k) za n ⩾ k,

pri qemu je f : N × Xk → X funkcija koja ukǉuquje k uzastopnih
qlanova niza, a X skup kome pripadaju svi qlanovi niza.

Napomena 1.1. Rekurentna relacija je jednoznaqno odre�ena ako je zadato
k inicijalnih vrednosti a0, a1, . . . , ak−1. Bez zadatih inicijalnih vred-
nosti, relacija opisuje beskonaqnu familiju nizova.

Primer 1.1. Faktorijel je definisan rekurentnom relacijom

n! = n · (n− 1)! za n > 0

i inicijalnom vrednox�u 0! = 1.

Primer 1.2. Fibonaqijevi brojevi pripadaju nizu qiji je svaki qlan
zbir prethodna dva qlana. Fibonaqijev niz je definisan rekurentnom
relacijom

Fn = Fn−1 + Fn−2

i inicijalnim vrednostima F0 = 0 i F1 = 1. Prvih nekoliko qlanova
Fibonaqijevog niza jesu: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .

Definicija 1.2. Rekurentna relacija je linearna ako je

an =

k∑
i=1

cian−i + g(n),

pri qemu su ci konstante ili funkcije od n, a g(n) slobodan qlan.

Definicija 1.3. Linearna rekurentna relacija je homogena ako je
g(n) = 0, a inaqe je nehomogena.

Lema 1.1 (Linearnost). Neka su {an} i {bn} rexeǌa homogene linearne
rekurentne relacije xn =

∑k
i=1 cixn−i. Tada je za sve konstante α, β ∈ R

niz
un = αan + βbn

tako�e rexeǌe iste rekurentne relacije.
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Dokaz. Pretpostavimo da su {an} i {bn} rexeǌa relacije {xn}. To
znaqi da se mogu zapisati kao an =

∑k
i=1 cian−i i bn =

∑k
i=1 cibn−i.

Za n ⩾ k i α, β ∈ R definiximo novi niz

un = αan + βbn = α(c1an−1 + · · ·+ ckan−k) + β(c1bn−1 + · · ·+ ckbn−k

= c1(αan−1 + βbn−1) + · · ·+ ck(αan−k + βbn−k)

= c1un−1 + c2un−2 + · · ·+ ckun−k.

Niz {un} zadovoǉava istu rekurentnu relaciju, te je i on ǌeno rexeǌe.

Rexiti rekurentnu relaciju znaqi na�i eksplicitnu formulu za
opxti qlan niza. Neki od naqina rexavaǌa su:

� iterativna metoda (npr. an−1 se izrazi preko an−2);

� metoda karakteristiqne jednaqine (uz pretpostavku an = rn);

� pomo�u master teoreme (teorema 2.1) i

� pomo�u rekurzivnog stabla (slika 1).

Slika 1: Rekurzivno stablo

2 Algoritamska paradigma
”
podeli pa vladaj”

2.1 Algoritmika
Algoritmika je oblast informatike koja se bavi analizom vremen-

ske i prostorne slo�enosti programa, kao i dizajnom xto efikasnijih
algoritama koji rexavaju neki problem. Algoritamska slo�enost je
funkcija koja opisuje kako resursi koje algoritam troxi zavise od
veliqine ulaza. Resursi su uglavnom vreme izvrxavaǌa, memorija i
energija. Veliqina ulaza n je mera koliqine informacija koje algori-
tam prima i najqex�e predstavǉa broj bitova u broju, broj elemenata
u nizu, broj qvorova u grafu ili du�inu niske. Asimptotska notacija
opisuje ponaxaǌe funkcije kada n → ∞, zanemaruju�i konstante i
ni�e redove.
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Definicija 2.1. Neka su f i g dve pozitivne funkcije od n ∈ N. Za
funkciju g(n) ka�e se da je asimptotska gorǌa granica funkcije f(n)
i pixe se f(n) = O

(
g(n)

)
ako postoje pozitivne konstante c i n0 takve

da za svako n > n0 va�i f(n) ⩽ cg(n).

Definicija 2.2. Za funkciju g(n) ka�e se da je asimptotska doǌa
granica funkcije f(n) i pixe se f(n) = Ω

(
g(n)

)
ako postoje pozitivne

konstante c i n0 takve da za svako n > n0 va�i f(n) > cg(n).

Definicija 2.3. Ako za dve funkcije f i g va�i f(n) = O
(
g(n)

)
i

f(n) = Ω
(
g(n)

)
, onda za funkciju g(n) ka�emo da je asimptotska tesna

granica funkcije f(n) i pixemo f(n) = Θ
(
g(n)

)
.

Definicija 2.4. Za k > 0, 0 < ε < 1 i c > 1 definixe se strogo
ure�ena hijerarhija rasta funkcija

1 ≪ log n ≪ logk n ≪ nε ≪ n ≪ n log n ≪ n2 ≪ n3 ≪ · · · ≪ cn ≪ n! ≪ nn.

2.2 O paradigmi
Algoritmi zasnovani na algoritamskoj paradigmi podeli pa vladaj

(eng. divide and conquer) rexavaju problem tako xto ga podele na maǌe
potprobleme iste vrste, a zatim rexe potprobleme da bi na kraju
spojili parcijalna rexeǌa u rexeǌe problema.

Definicija 2.5. Ako je veliqina problema n, a algoritam rexava
a ⩾ 1 potproblema veliqine n

b (b > 1 je faktor smaǌeǌa veliqine
problema) uz dodatni rad f(n) na podelu i kombinovaǌe, rekurentna
relacija koja opisuje podeli pa vladaj algoritme je

T (n) = aT
(n
b

)
+ f(n).

Asimptotsko rexeǌe ove rekurentne relacije daje teorema 2.1.

Teorema 2.1 (Master teorema). Za rekurentnu relaciju T (n) = aT (nb )+
f(n) i λ = logb a va�e slede�a tri sluqaja:

1. ako je f(n) = O(nλ−ε), tada je T (n) = Θ(nλ);

2. ako je f(n) = Θ(nλ logk n), tada je T (n) = Θ(nλ logk+1 n);

3. ako je f(n) = Ω(nλ+ε) i af(nb ) ⩽ cf(n) za neko c < 1, tada je T (n) =
Θ
(
f(n)

)
.

U tabeli 1 dato je pore�eǌe nekih relevantnih podeli pa vladaj
algoritama po vremenskoj i prostornoj slo�enosti.
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Algoritam Rekurentna relacija Vreme Prostor
Merge Sort T (n) = 2T (n2 ) + n Θ(n log n) Θ(n)
Quick Sort T (n) = T (k) + T (n− k) + n Θ(n log n) O(log n)

Binary Search T (n) = T (n2 ) + 1 Θ(log n) O(1)

Tabela 1: Pore�eǌe nekih relevantnih algoritama

Zakǉuqak
Velike zasluge za brzinu kojom danas izvrxavamo svakodnevne ak-

tivnosti pripadaju algoritmima zasnovanim na paradigmi podeli pa
vladaj i matematiqkom modelu na kome se temeǉe — rekurentnim re-
lacijama. U ovom radu je sistematiqno objaxǌeno kako teorijska sa-
radǌa nizova i algoritmike daju praktiqno rexeǌe za vremenski,
energetski i finansijski efikasnije programe.
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